ATTI

REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

1898
SHRIRKE & UILNTA

RENDICONTI

Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali

VOLUME VII.

1° SEMESTRE

ROMA

TIPOGRAFIA DELLA R. ACCADEMIA DEI LINCEI

PROPRIETA DEL CAV. V. SALVIUCCI

1898




RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA REALE ACCADEMIA DEI LINCEI

ADUNANZA GENERALE DELLE DUE CLASS
del 20 febbraio 1898.

E. BELTRAMI Presidente.

MEMORIE E NOTE
DI SOCI O PRESENTATE DA SOCI

Matematica — Segmenti e numeri transfiniti (*). Nota del Cor
rispondente G. VERONESE.

obbiettiva

In seguito ad alcune mie affermazioni relative ad una crit
del prof. Schoenflies (*), delle quali non avevo dato alcuna prova, egli ha ripe-
tuto in questi Rendiconti con maggiori particolari le sue osservazioni sui miei
numeri transfiniti (*). Mi proponge quindi in questa Nota di dar ragione
delle mie affermazioni, e giacché tratto di questo argomento, dird

alla fine qualeche cosa intorno al cenno dei miei Fonda / Py

(ria (') fatto di recente dal prof. Klein.
1. La questione del segmento infinitesimo attuale & antica: ma ni
sostenitori né gli oppositori di tale idea ne hanno mai provata la possibilita

o la impossibilitd geometrica, perché essi non hanno posta la questione

in modo chiaro e determinato, complicandola anzi talvolta con consid

filosofiche ad essa estranee (°)
) Col vocab tr i int 1" infini I'infi I tual
) S. Trans 3 l l
Jahresbericht der Deut n Math. Vereinigung, 189 AL S
fase. 19 sett. 18397 di questi 1 nt
b ) Ins I/ ) sc. 19 1807
) Padova, 1891 t {. § Leipzig, 1894, Indicl i
nel cor i q ta Not n 1 T G
(%) Fra i matematici che si occuparono di tal Juestion espresser
u di essa trovansi dei nomi illustri, con J. Bernoulli, Leibnitz, Gauss ece
pag. (19-625 r. t. | 697-7
Renprcontr. 1898, Vol. VII, 1° Sem 12
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Essa invece va posta in modo analogo a quelle relative ai postulati
delle parallele e delle dimensioni dello spazio; vale ¢ dire dati tutti i

postulati necessari per costruire la figura

ispondente al campo della

nostra osservazione esterna e considerati come possibili tutti quei postulati

he non contraddicono ai precedenti e non si cont fra loro ('),

y

il postulato d' Archimede ¢ esso conseguenz i altre parole
e egli possibile una geometria nella quale due segmenti A ¢ B (A B) non
bbed

qualunque della serie 1,

ano in generale alla relazione A B, ¢ un numero intero

Se si da il {n-ﬁ([, to ntinuitd nella forma proposta da Dedekind

o facendo corrispondere ment lella retta ai pumeri reali

l ', allora detta relazione si pud considerare com 1 mmediata con-
secuenza di esso (2). Ma io died 1 proposizione della continuitd un'altra
forma che mantenendo i caratteri d uo rettilineo non racchiude

imede. Anzi nella Not ho rilevato che mediante

re questa proposizione della continuita,

campo

come lo uello delle tre dimensioni dello spazio.
. Cantor e W. Killing

Prima della pubblicazione dei 1

1 no tentato di

tulato d'Archimede. Essi non hanno pero
fatte ro dimostrazioni (*), ma hanno invece
2 ni attuall svolt lla introduzione
1MposSs1DLLE secondo manifestando dei

A queste critiche

tranne a

per pun

so chiaro e det

tesso poi chiarl meg 10 1 A timennany
ario alla costituzione del continuo ttilineo (). Avrel
a ob he pel sig. Killing era fondamentale
0 n ne ne ay 1 gualet modo dispensato, 08-
ervando che tale concetto nm e geo ! 1 (*). Ma a sua

volta 1l sig. Schoe

accurata dei #. (7. ("), la quale

ibro, osservava poi
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19 che non @ sempre possibile la moltiplicazione coi miei numeri
transfiniti ;

29 che la moltiplicazione ha luogo invece con quelli studiati dal
prof. Levi-Civita perche, egli dice, mentre questi si estendono indefinita-
mente in generale da un lato soltanto, i miei si estendono indefinitamente
da due lati;

3° che quindi non & possibile una geometria proiettiva nel campo dei
numeri transfiniti.

Nella mia Nota Sul postulato della continuita ho invece affermato che
i numeri da lui scelti non appartengono al mio sistema, che non sussiste
la differenza notata fra i miei numeri e quelli del prof. Levi-Civita, e final-
mente che & possibile una geometria proiettiva nel campo dei numeri trans-
finiti. Il sig. Schoenflies, come ho detto, torna nell' ultima sua Nota con mag-
giori particolari per dimostrare 1’

sattezza delle sue asserzioni. Egli dice
dapprincipio:

« D abord je pourrai citer Mr. Veronese contre lui méme ; dans une
I

note des Fondamenti on trouve les mots suivants » ('): « I nostri numeri

infiniti e infinitesimi sono in fondo numeri complessi speciali con infinite

unita; tali perd che il prodotto di due di esse non si esprime linearmente

¥

mediante le altre, e per cid per questi numeri vale il teorema che se il

prodotto di due di essi ¢ nullo, deve esser tale anche uno dei fattori, come

vale pei numeri complessi ordinari e pei quaternioni di Hamilton -.
E dopo aver riportato il simbolo dei numeri positivi interi (°) e del nu-
mero generale compreso fra 0 e 1, cioe:

1) Pref. pag. XXVI (tr. t. pag. XXV)

(2) 11 simbolo di un numero intero positivo &

ove le » sono numeri finiti e interi ordinari che possono esser tutte o in parte zero

sono in numero finito, come risulta dalla

costruzione stessa dei segmenti da cui derivano,

e come ¢ detto espressamente a pag. 123 dei F. . (tr. t. pag. 138). Il numero » & uno

dei numeri gia ottenuti dal simbolo Z, ma in 7,4+, non indica che il numero dei coefli-

centi n sia infinito
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si trovano indicate le regole sufficienti per il caleolo. Io non ho aleuna diffi-
coltd di ammettere cio, anzi eredo che questo sia un pregio del mio metodo.
Nell introduzione ho adottato, per la natura stessa delle cose trattate. il
metodo basato sul puro ragionamento, ed ho stabilito cosi le proprieta della
forma fondamentale che nella geometria corrisponde alla retta. Ho costruito
i segmenti e li ho rappresentati per fissare le idee con dei simboli (numeri).

ai quali ho esteso le proprietd dei segmenti e viceversa. Dalle mie costru-

zioni ho dedotto la esistenza del segmento rappresentante il prodotto e il

quoziente di un segmento per un numero dato, e quindi anche di due 1

meri ('). Da cid deducesi che valgono per le operazioni fondamentali con que-
sti numeri le leggi ordinarie. Considerando dunque i numeri come simboli
scelti per indicare i nuovi segmenti che mano mano venivo costruendo, a me non
interessava punto di dar sempre le regole algoritmiche che servono al cal-
colo coi miei numeri indipendentemente dalle considerazioni sintetiche. I

perd ovvio che dalle costruzioni eseguite sulla forma fondamentale per otte-

nere ad es. il prodotto o il quoziente di un segmento per un numero, si pos-

sono ricavare facilmente le regole della determinazione simbolica dei termini
del prodotto e del quoziente di due numeri qualunque essi siano.

E a maggior ragione non mi sono occupato di trovare un algoritmo piu
semplice, dal punto di vista analitico, per rappresentare i miei numeri, perche
tale ricerca sarebbe stata estranea allo scopo dei 7. . Ma a tale proposito
ho citato nelle mie precedenti Note la Memoria del prof. Levi-Civita sugli
infiniti e infinitesimi attuali quali elementi analitici (?). nella quale egli
costruisce con considerazioni puramente numeriche un sistema di numeri che
corrispondono ai miei numeri finiti, infiniti e infinitesimi wto. Questi
si ottengono dai primi quando agli indiei » dei monosemi «, (dove 1

sono numeri reali ordinari) e che corrispondono ai miei numeri @ ). si danno

valori interi. Del resto le proprietd caratteristiche dei numeri rimancono

stesse anche dando a quegli indici dei valori non interi. Ed é facile vedere. an-
che seguendo le considerazioni puramente analitiche del prof. Levi-Civita, che i
miei numeri finiti, infiniti e infinitesimi d’ordine finito formano un corpo, nel
senso che si trasforma in se medesimo mediante le operazioni fondamentali

ordinarie ()

dell'aritmetica regolate dalle leg
1

Ora, la obiezione del sig. Schoenflies, sebbene egli non lo abbia detto.

non si riferisce ai miei numeri finiti, infiniti e infinitesimi d'ordine finito.

s 1 i ol

espressi colle unitd 1, oo,, oof.. of..., B ma bensi ai
X N

numeri infiniti e infinitesimi d'ordine infinito.

T
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Nella parte geometrica dei 7. (7. ho dichiarato che mi limito soltanto

al campo dei segmenti transfiniti di ordine finito (*); la questione dunque di

una geometria nella quale due segmenti vettilinei A e B (A < B) non obbe-
discono in generale al postulato d'Archimede, ma bensi alla relazione A 4 > B
dove 5 @ un numero transfinito, non & intaccata menomemente dalle obiezioni
del sig. Schoenflies (2).

7. Ma almeno le obiezioni de! sig. Schoenflies rispetto ai miei numeri transfi

niti d'ordine infinito sono esse esatte? Per quanto tale questione, dopo ¢id che

ho detto, diventi secondaria per la geometria, debbo rispondere neqativamente.

Intanto dalla nota della prefazione dei 7. (7. da lui citata e sopra ripor-

tata, non risulta che io sia in contraddizione con me stesso, non risulta cioe
che la moltiplicazione dei miei numeri non possa aver luogo. Anche i numeri
studiati dal sig. Levi-Civita, e pei quali il sig. Schoenflies riconosce possi-
bile la moltiplicazione, sono numeri complessi a infinite unita 1, (dove » &
un numero reale qualunque ordinario) pei quali vale appunto 1'osservazione
contenuta nella nota anzidetta. Quella mia osservazione non autorizza dun-
que a trarre la conclusione che il numero C A.B non & confrontabile
cogli altri numeri del sistema, come egli asserisce alla fine della sua ultima
Nota. perché tale asserzione si basa sulla obiezione relativa alla moltipli-
cazione. Ora, questa obiezione deriva da un malinteso, vale a dire il
sig. Schoenflies ritiene erroneamente che i miei numeri si possano estendere
indefinitamente dai due lati anziché da uno solo, nel senso ad es. che 7
1

nel numero A possa crescere indetinitamente. come pud crescere indefinita-

mente 7. Per persuadersene basta osservare che i miei segmenti, ¢

quindi
anche 1 numeri che li rappresentano, sono ottenuti o come somme di un numero
finito di segmenti finiti, o coll'applicazione ad un segmento dato di un nu-

mero finito di volte del principio dell ip. IV e dell'ip. V, o mediante la

somma di un numero finito di segmenti cosi ottenuti. coll'applicazione del-

1"ip. VII e finalmente come somma di un numero finito di segmenti limiti
di serie di segmenti indefinitamente decrescenti sia 1n senso relativo che in
senso assoluto. La serie ad es.:

(1) o Py - @y ®, =+~ @, o

non rappresenta un segmento (AB), ma un campo illimitato di seementi. e

quindi neppure uno dei miei numeri. Il pumero A deve sempre cominciare
da un primo numero di unita data. ad es %), mentre il simbolo A’ del
4 [ @ simbolo e

sig. Schoenflies lascia credere che

Possa crescere indefinitamente. Cosi il
numero A non pud contenere la serie




dove 7' cresce indefinitamente, perché tale serie & analoga alla (1), essendo
ciascun termine infinito rispetto al seguente.

Pud invece contenere una serie sempre crescente di questo tipo:

- ~+ - per z x*

perche essa ha un segmento limite nel campo dei numeri infiniti dordine

finito, e quindi rappresenta uno dei miei numeri. Tali considerazioni sono

ovvie quando si pensi alla costruzione dei segmenti e del simbolo Z del
numero generale compreso fra 0 e 1, imperocche ottenuto un segmento AB,
(rappresentato ad es. da un numero razionale o irrazionale ordinario) ad esso,
a cominciare da B aggiungiamo (in senso algebrico) un certo segmento infini-

tesimo di 1° ordine, o un segmento ottenuto mediante una serie della forma (2),

ed otteniamo cosl un segmento (AB'). Pol aggiungiamo un segmento
x

dove naturalmente »° & quanto grande si vuole, ma dato, e si potrd poi

aggiungere un segmento rappresentato da una serie ad es. della forma

Ed infatti ho detto espressamente nei 7. (7. « che l'infinitesimo di ordine oo, — 7

si riferisce all’ elemento (cioe B') determinato dalle parentesi precedenti -.
Non nego perd che dal solo simbolo Z e dalla definizione data poi si

possa credere anche che 7* cresca indefinitamente; ma cid & escluso dalla

costruzione medesima di cui quel simbolo e quella definizione fanno parte
Se il simbolo Z si serive cosi

=(A \'[/ = - y - =15 = = ;7, i T~ ' : .' i~
00, o] 0, * 0y X1 !

7 e 7, possono crescere indefinitamente, no. Non nego anche che il simbolo

poteva essere seritto meglio ponendo invece di un’ altra lettera, ad es. s
E in ogni modo chiaro per la costruzione dei segmenti e quindi dei numeri
che essi si estendono indefinitamente da un solo lato. Se si prendono due

dei miei numeri nella forma analoghi a quelli del sig Schoenflies, cioé:

A = ay o + @, ®f = - & - ece. - ap, oo a4 —— -
'4
( al ) . al
B Sty i AL
= y o ol b g o
B = by cor -+ -+ by ooi=5 - ace. + &), oof! - - - & e R
0, o
L ac el
‘ ‘ f =
S— e . _, —_ - -
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con tutte le sue risorse, le mie ricerche sarebbero state piu facilmente com-

pre

ma avrei trattata la questione dei principi della matematica e in
particolare della geometria da un punto di vista piu ristretto. Pur ricono-
scendo 1" importanza di tali indirizzi e dei risultati con essi ottenuti, quanti
postulati ad es. non si ammettono coll applicare direttamente 1"analisi ai
primi elementi della geometria? E questi postulati sono essi i piu propri
alla natura del problema? Analisti insigni, compreso Klein, insegnano che
deve preferirsi per la trattazione dei principi della geometria il metodo
sintetico, ma questo metodo per sé¢ e ancora piu colle nuove forme assunte
dall’ intuizione geometrica che urtano vecchie abitudini e radicate convinzioni,
¢ oggidi meno seguito e riesce a molti piu difficile del metodo analitico.
Un'altra difficolta sta nella scomposizione dei postulati nelle loro parti

semplici, essendo preferibile, come dice il Klein stesso, un sistema di po-

stulati pitt semplice di un altro pit complicato. Ma tale metodo, gquando
sia applicato il pia possibile ad ogni postulato, ha lo svantaggio di far

perdere di vista facilmente i concetti ger

ali che presentano qualche novit
Tuttavia mi lusingo che quando la teoria dei segmenti infiniti e infinitesim

attuali sara riconosciuta esatta, si riconoscera pure che essa @ svolta

miei /. (7. sufficientemente e nel modo che meglio corrisponde sua
natura geometrica.

Fisica. — Za eriptolumines v d y Nota del Corri-
spondente A. Rorrr.

§ 1. — Nella mia Nota (') presentata all'Accademia in agosto 1897, ho

riferito delle esperienze che stabiliscono come il potere emissivo dei metalli pei

raggi X vada di pari passo col peso atomico. In quelle esperienze un piat-
tello d alluminio chiudeva il tubo davanti al catodo leggermente convesso,
ed era coperto all'interno per metd con un metallo A e per I'altra meta con
un metallo B, ed all’esterno era coperto in corrispondenza di B con A ed
in corrispondenza di A con B, maniera che le grossezze dei vari strati
da attraversare fossero per tutto uguali. E pure lo schermo criptoscopico
applicato contro tale sistema, s"illuminava di piu su quella metd che toccava
il metallo di minor peso atomico, e cosi il metallo di peso atomico maggiore

mostrava maggior potere emissivo pei raggi X.
In queste osservazioni la difficolta maggiore ¢ di distribuire uniforme-
mente iraggi catodici sul piatto anticatodico: ed ho trovato qualche van

taggio sostituendo

al tubo allora usato, il palloncino qui rappresentato nella

N Q j9i X esistano / 0 Rendiconti, Vol. VI
pag. 129
Renpicontt. 1898, Vol. VII, 1° Sen
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